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ガウス分布の幾何構造

𝜇 ∈ ℝ, 𝜎 > 0, 𝑥 ∈ ℝ

𝑝 𝑥; 𝜇, 𝜎 =
1

2𝜋𝜎
exp −

𝑥 − 𝜇 2

2𝜎2

𝜇

𝜎

𝜇, 𝜎空間の幾何構造について考える



𝜇, 𝜎空間はユークリッド空間?

変な気がする・・・

−1,1 , 1,1 の距離は2

−1,0.1 , 1,0.1 の距離も2



𝜇, 𝜎空間はユークリッド空間?

変な気がする・・・

−1,1 , 1,1 の距離は2

−1,0.1 , 1,0.1 の距離も2

𝜇, 𝜎空間が確率分布族の空間であることを無視している



𝜇, 𝜎空間のリーマン計量

𝜇, 𝜎空間の微小な2点間の距離は

d𝑠2 = d𝜇 dσ
𝑔𝜇𝜇 𝑔𝜇𝜎

𝑔𝜇𝜎 𝑔𝜎𝜎

d𝜇
d𝜎

と表せる

𝜇, 𝜎空間をユークリッド空間とみなすと

d𝑠2 = d𝜇 dσ
1 0
0 1

d𝜇
d𝜎

となる

リーマン計量𝑔として何を選ぶべきか?



𝜇, 𝜎空間の微小な2点間の距離は

d𝑠2 = d𝜇 dσ
𝑔𝜇𝜇 𝑔𝜇𝜎

𝑔𝜇𝜎 𝑔𝜎𝜎

d𝜇
d𝜎

と表せる

𝜇, 𝜎空間をユークリッド空間とみなすと

d𝑠2 = d𝜇 dσ
1 0
0 1

d𝜇
d𝜎

となる

リーマン計量𝑔として何を選ぶべきか?

結論
Fisher情報行列を使うべき

𝜇, 𝜎空間のリーマン計量



Fisher情報行列

定義:
確率密度関数𝑝 𝑥; 𝜃 に対して、そのFisher情報行列を

E
𝜕log𝑝

𝜕𝜃

𝜕log𝑝

𝜕𝜃

⊤

と定義する。

ガウス分布の場合、Fisher情報行列は

𝑔𝜇𝜇 𝑔𝜇𝜎

𝑔𝜇𝜎 𝑔𝜎𝜎
=

 1 𝜎2 0

0  2 𝜎2

となる。



Fisher情報行列

定義:
確率密度関数𝑝 𝑥; 𝜃 に対して、そのFisher情報行列を

E
𝜕log𝑝

𝜕𝜃

𝜕log𝑝

𝜕𝜃

⊤

と定義する。

ガウス分布の場合、Fisher情報行列は

𝑔𝜇𝜇 𝑔𝜇𝜎

𝑔𝜇𝜎 𝑔𝜎𝜎
=

 1 𝜎2 0

0  2 𝜎2

となる。

平面(ユークリッド空間)じゃない！



ガウス曲率

ガウス曲率: 空間の各点における曲がり具合を表現する量

2次元曲面の微小距離d𝑠2が1次微分形式𝜃1, 𝜃2を用いて
d𝑠2 = 𝜃1𝜃1 + 𝜃2𝜃2

で与えられたるとき、
第1構造式

d𝜃1 = 𝜃2 ∧ 𝜔2
1

d𝜃2 = 𝜃1 ∧ 𝜔1
2

但し、 𝜔2
1 = −𝜔1

2

第2構造式
d𝜔2

1 = 𝐾𝜃1 ∧ 𝜃2

但し、 𝐾はガウス曲率



𝜇, 𝜎空間のガウス曲率

d𝑠2 = d𝜇 dσ
𝑔𝜇𝜇 𝑔𝜇𝜎

𝑔𝜇𝜎 𝑔𝜎𝜎

d𝜇
d𝜎

𝑔𝜇𝜇 𝑔𝜇𝜎

𝑔𝜇𝜎 𝑔𝜎𝜎
=

 1 𝜎2 0

0  2 𝜎2

より、

d𝑠2 =
1

𝜎2 d𝜇2 +
2

𝜎2 d𝜎2

従って、

𝜃1 =
1

𝜎
d𝜇, 𝜃2 =

2

𝜎
d𝜎

と表せる。



𝜇, 𝜎空間のガウス曲率

d𝑠2 = d𝜇 dσ
𝑔𝜇𝜇 𝑔𝜇𝜎

𝑔𝜇𝜎 𝑔𝜎𝜎

d𝜇
d𝜎

𝑔𝜇𝜇 𝑔𝜇𝜎

𝑔𝜇𝜎 𝑔𝜎𝜎
=

 1 𝜎2 0

0  2 𝜎2

より、

d𝑠2 =
1

𝜎2 d𝜇2 +
2

𝜎2 d𝜎2

従って、

𝜃1 =
1

𝜎
d𝜇, 𝜃2 =

2

𝜎
d𝜎

と表せる。第1構造式、第2構造式から計算すると、

𝜔2
1 = −

1

2
𝜃1

𝐾 = −
1

2



𝜇, 𝜎空間のガウス曲率

d𝑠2 = d𝜇 dσ
𝑔𝜇𝜇 𝑔𝜇𝜎

𝑔𝜇𝜎 𝑔𝜎𝜎

d𝜇
d𝜎

𝑔𝜇𝜇 𝑔𝜇𝜎

𝑔𝜇𝜎 𝑔𝜎𝜎
=

 1 𝜎2 0

0  2 𝜎2

より、

d𝑠2 =
1

𝜎2 d𝜇2 +
2

𝜎2 d𝜎2

従って、

𝜃1 =
1

𝜎
d𝜇, 𝜃2 =

2

𝜎
d𝜎

と表せる。第1構造式、第2構造式から計算すると、

𝜔2
1 = −

1

2
𝜃1

𝐾 = −
1

2

ガウス分布は負の定曲率空間になる！美しい！



ガウス分布間の距離

ガウス分布のリーマン計量は定まった

𝑔𝜇𝜇 𝑔𝜇𝜎

𝑔𝜇𝜎 𝑔𝜎𝜎
=

 1 𝜎2 0

0  2 𝜎2

これを使えば、2点間の最短距離は以下のように定義できる。

𝑑 𝜇1, 𝜎1 , 𝜇2, 𝜎2 = min
𝜇 𝑡 ,𝜎 𝑡 ∈𝐶

 
0

1 1

𝜎2 𝑡

d𝜇

d𝑡
𝑡

2

+
2

𝜎2 𝑡

d𝜎

d𝑡
𝑡

2

d𝑡

但し𝐶 = 𝜇 0 , 𝜎 0 = 𝜇1, 𝜎1 , 𝜇 1 , 𝜎 1 = 𝜇2, 𝜎2 を満たす曲線の集合

最短距離は求めるのが大変。もっと便利なものは?



Kullback–Leiblerダイバージェンス

• 二つの確率分布間の分離度を測るもの

• 最尤推定に使われたりする

• 𝐷 𝑝||𝑞 ≥ 0

• 𝐷 𝑝||𝑞 = 0 ⇔ 𝑝 = 𝑞

• 𝐷 𝑝||𝑞 ≠ 𝐷 𝑞||𝑝

定義:
確率密度関数𝑝, 𝑞のKLダイバージェンスを

𝐷 𝑝||𝑞 =  𝑝 log
𝑝

𝑞
d𝑥

と定義する。



ガウス分布間のKLダイバージェンス

𝐷 𝑝 𝜇1, 𝜎1 ||𝑝 𝜇2, 𝜎2 =  𝑝 𝜇1, 𝜎1 log
𝑝 𝜇1,𝜎1

𝑝 𝜇2,𝜎2
d𝑥

= log
𝜎2

𝜎1
−

1

2
+

𝜎1
2+𝜇1

2−2𝜇1𝜇2+𝜇2
2

2𝜎2



ガウス分布間のKLダイバージェンス

𝐷 𝑝 𝜇1, 𝜎1 ||𝑝 𝜇2, 𝜎2 =  𝑝 𝜇1, 𝜎1 log
𝑝 𝜇1,𝜎1

𝑝 𝜇2,𝜎2
d𝑥

= log
𝜎2

𝜎1
−

1

2
+

𝜎1
2+𝜇1

2−2𝜇1𝜇2+𝜇2
2

2𝜎2

KLダイバージェンスは微分するとリーマン計量が出てくる

𝑔𝜇𝜇 =  
𝜕2𝐷 𝑝 𝜇1, 𝜎1 ||𝑝 𝜇2, 𝜎2

𝜕𝜇1𝜕𝜇1
𝜇1=𝜇2=𝜇,𝜎1=𝜎2=𝜎

=
1

𝜎2

𝑔𝜇𝜎 =  
𝜕2𝐷 𝑝 𝜇1, 𝜎1 ||𝑝 𝜇2, 𝜎2

𝜕𝜇1𝜕𝜎1
𝜇1=𝜇2=𝜇,𝜎1=𝜎2=𝜎

= 0

𝑔𝜎𝜎 =  
𝜕2𝐷 𝑝 𝜇1, 𝜎1 ||𝑝 𝜇2, 𝜎2

𝜕𝜎1𝜕𝜎1
𝜇1=𝜇2=𝜇,𝜎1=𝜎2=𝜎

=
2

𝜎2



ガウス分布間のKLダイバージェンス

𝐷 𝑝 𝜇1, 𝜎1 ||𝑝 𝜇2, 𝜎2 =  𝑝 𝜇1, 𝜎1 log
𝑝 𝜇1,𝜎1

𝑝 𝜇2,𝜎2
d𝑥

= log
𝜎2

𝜎1
−

1

2
+

𝜎1
2+𝜇1

2−2𝜇1𝜇2+𝜇2
2

2𝜎2

KLダイバージェンスは微分するとリーマン計量が出てくる

𝑔𝜇𝜇 =  
𝜕2𝐷 𝑝 𝜇1, 𝜎1 ||𝑝 𝜇2, 𝜎2

𝜕𝜇1𝜕𝜇1
𝜇1=𝜇2=𝜇,𝜎1=𝜎2=𝜎

=
1

𝜎2

𝑔𝜇𝜎 =  
𝜕2𝐷 𝑝 𝜇1, 𝜎1 ||𝑝 𝜇2, 𝜎2

𝜕𝜇1𝜕𝜎1
𝜇1=𝜇2=𝜇,𝜎1=𝜎2=𝜎

= 0

𝑔𝜎𝜎 =  
𝜕2𝐷 𝑝 𝜇1, 𝜎1 ||𝑝 𝜇2, 𝜎2

𝜕𝜎1𝜕𝜎1
𝜇1=𝜇2=𝜇,𝜎1=𝜎2=𝜎

=
2

𝜎2

KLダイバージェンスは、リーマン計量の情報を含んでいる
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指数型分布族

定義:
𝑛次元モデルの確率密度関数が

𝑝 𝑥; 𝜃 = 𝐶 𝑥 exp  

𝑖=1

𝑛

𝜃𝑖𝐹𝑖 𝑥 − 𝜓 𝜃 = 𝐶 𝑥 exp 𝜃𝑖𝐹𝑖 𝑥 − 𝜓 𝜃

と表せるとき、このモデルを指数型分布族という。

ガウス分布は2次元の指数型分布族

𝐶 𝑥 = 1, 𝐹1 𝑥 = 𝑥, 𝐹2 𝑥 = 𝑥2, 𝜃1 =
𝜇

𝜎2 , 𝜃2 = −
1

2𝜎2

𝜓 𝜃 = −
𝜃1 2

4𝜃2 +
1

2
log −

𝜋

𝜃2



指数型分布族の性質

指数型分布族のFisher情報行列は

E
𝜕log𝑝

𝜕𝜃

𝜕log𝑝

𝜕𝜃

⊤

=
𝜕2𝜓

𝜕𝜃2 𝜃

Fisher情報行列は定義より非負定値行列
従って、 𝜓 𝜃 は凸関数

指数型分布族の期待値

E 𝐹𝑖 𝑥 =
𝜕𝜓

𝜕𝜃𝑖
𝜃



指数型分布族の性質

指数型分布族のFisher情報行列は

E
𝜕log𝑝

𝜕𝜃

𝜕log𝑝

𝜕𝜃

⊤

=
𝜕2𝜓

𝜕𝜃2 𝜃

Fisher情報行列は定義より非負定値行列
従って、 𝜓 𝜃 は凸関数

今後、Fisher情報行列を計量として使いたいので、
𝜕2𝜓

𝜕𝜃2 𝜃 は常に正定値であると仮定する。

指数型分布族の期待値

E 𝐹𝑖 𝑥 =
𝜕𝜓

𝜕𝜃𝑖
𝜃
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指数型分布族の双対座標系

指数型分布族

𝑝 𝑥; 𝜃 = 𝐶 𝑥 exp 𝜃𝑖𝐹𝑖 𝑥 − 𝜓 𝜃

に対して、 𝜃を 自然パラメータまたは正準パラメータという。

𝐹𝑖 𝑥 の期待値もパラメータと考えることができる。

𝜂𝑖 = E 𝐹𝑖 𝑥 =
𝜕𝜓

𝜕𝜃𝑖
𝜃

これを期待値パラメータという。

𝜃と𝜂は以下の関係性がある。(Legendre変換)

𝜙 𝜂 ≔ max
𝜃

𝜃𝑖𝜂𝑖 − 𝜓 𝜃

𝜂𝑖 =
𝜕𝜓

𝜕𝜃𝑖
𝜃 , 𝜃𝑖 =

𝜕𝜙

𝜕𝜂𝑖
𝜂

𝜓 𝜃 = max
𝜂

𝜃𝑖𝜂𝑖 − 𝜙 𝜂

𝜙 𝜂 も凸関数になる。



指数型分布族のKLダイバージェンス

𝐷 𝑝 𝜃 ||𝑝 𝜃′ = 𝜓 𝜃′ − 𝜓 𝜃 − E𝜃 𝐹𝑖 𝑥 𝜃′𝑖 − 𝜃𝑖

= 𝜓 𝜃′ − 𝜓 𝜃 −
𝜕𝜓

𝜕𝜃𝑖 𝜃 𝜃′𝑖 − 𝜃𝑖

これは、凸関数𝜓 𝜃 に関するBregman ダイバージェンス

𝐷𝜓 𝜃′||𝜃 ≔ 𝜓 𝜃′ − 𝜓 𝜃 −
𝜕𝜓

𝜕𝜃𝑖
𝜃 𝜃′𝑖 − 𝜃𝑖

に一致する。



𝜙 𝜂 に関するBregman ダイバージェンス

𝐷 𝑝 𝜃 ||𝑝 𝜃′ = 𝐷𝜓 𝜃′||𝜃

= 𝜓 𝜃′ − 𝜓 𝜃 −
𝜕𝜓

𝜕𝜃𝑖 𝜃 𝜃′𝑖 − 𝜃𝑖

= 𝜃′𝑖𝜂𝑖
′ − 𝜙 𝜂′ − 𝜃𝑖𝜂𝑖 − 𝜙 𝜂 − 𝜂𝑖 𝜃′𝑖 − 𝜃𝑖

= 𝜙 𝜂 − 𝜙 𝜂′ − 𝜃′𝑖 𝜂𝑖 − 𝜂𝑖
′

= 𝜙 𝜂 − 𝜙 𝜂′ −
𝜕𝜙

𝜕𝜂𝑖
′ 𝜂′ 𝜂𝑖 − 𝜂𝑖

′

= 𝐷𝜙 𝜂||𝜂′

KLダイバージェンスは𝜙のBregman ダイバージェンスでも表せる



𝜽座標系と𝜼座標系の直線

指数型分布族に対して、双対な2つの座標系が得られた。
それぞれの座標系における直線は以下の式を満たす。

𝜃座標系の直線(m-測地線)𝜃 𝑡
d2𝜃𝑖

d𝑡2 = 0

𝜂座標系の直線(e-測地線) 𝜂 𝑡
d2𝜂𝑖

d𝑡2 = 0

𝜃座標系の直線は𝜂座標系でどう表せるか？
𝜂座標系の直線は𝜃座標系でどう表せるか？

d2𝜃𝑖

d𝑡2 = 0 ⇔
d2𝜂𝑖

d𝑡2 +
𝜕2𝜓

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑙

𝜕3𝜙

𝜕𝜂𝑗𝜕𝜂𝑘𝜕𝜂𝑙

d𝜂𝑗

d𝑡

d𝜂𝑘

d𝑡
= 0

d2𝜂𝑖

d𝑡2 = 0 ⇔
d2𝜃𝑖

d𝑡2 +
𝜕2𝜙

𝜕𝜂𝑖𝜕𝜂𝑙

𝜕3𝜓

𝜕𝜃𝑗𝜕𝜃𝑘𝜕𝜃𝑙

d𝜃𝑗

d𝑡

d𝜃𝑘

d𝑡
= 0

Γ𝑖
m𝑗𝑘

Γ𝑗𝑘
e𝑖



指数型分布族の幾何構造

指数型分布族

𝑝 𝑥; 𝜃 = 𝐶 𝑥 exp 𝜃𝑖𝐹𝑖 𝑥 − 𝜓 𝜃

のなす空間は次のよう構造をもつ

𝜂座標系で表すと
リーマン計量

𝑔𝑖𝑗 =
𝜕2𝜙

𝜕𝜂𝑖𝜕𝜂𝑗

2種類の直線(測地線)

d2𝜂𝑖

d𝑡2
+ Γ𝑖

m𝑗𝑘 d𝜂𝑗

d𝑡

d𝜂𝑘

d𝑡
= 0,

d2𝜂𝑖

d𝑡2
= 0

𝜃座標系で表すと,
リーマン計量

𝑔𝑖𝑗 =
𝜕2𝜓

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗

2種類の直線(測地線)

d2𝜃𝑖

d𝑡2 = 0,
d2𝜃𝑖

d𝑡2 + Γ𝑖
e𝑗𝑘 d𝜃𝑗

d𝑡

d𝜃𝑘

d𝑡
= 0

このような空間を双対平坦空間という。
(厳密な定義はしていない)



双対平坦空間上のピタゴラスの定理

指数型分布族

𝑝 𝑥; 𝜃 = 𝐶 𝑥 exp 𝜃𝑖𝐹𝑖 𝑥 − 𝜓 𝜃

の異なる3点𝜃1 = 𝜃1
𝑖 , 𝜃2 = 𝜃2

𝑖 , 𝜃3 = 𝜃3
𝑖 に対して

𝜃1, 𝜃2を結ぶe-測地線と𝜃2, 𝜃3結ぶm-測地線は𝜃2で直交する
⟺ 𝐷 𝜃1||𝜃3 = 𝐷 𝜃1||𝜃2 + 𝐷 𝜃2||𝜃3

𝜃1

𝜃2

𝜃3

m-測地線

e-測地線
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